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超声电机定子振动分析的模态选择
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摘要：结构的主动控制通常是通过对结构的少数几个主要模态的控制来实现的。常用的假设模态法可以建立系统的低

阶近似运动方程，但很难找到适用于整个系统的假设模态；有限元法的求解精度较高，但得到的动力学方程数目较大，影

响系统后续计算分析的效率。本文在超声电机定子振动模态有限元分析的基础上，引入模态选择方法，对结构模态截

断，仅保留特定的模态来实现模型降阶。以旋转型行波超声电机定子为例，用ＡＰＤＬ实现了从有限元分析结果中自动识

别工作模态，提取特定的模态参数和相应等效电路模型的电学参数，仿真计算了定子的机械和电学响应。激光多普勒测

振试验得到的定子工作模态频率与假设模态法计算值的相对误差为９．１％，与有限元法计算值的相对误差为０．３％；动

力响应的试验值与模态选择法计算值的相对误差为３％。实验结果表明，本文采取的模态参数提取方法是有效的，相比

假设模态法能更精确地反映实际自由定子的运动状况。
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１　引　言

　　在结构动态分析中，动力学模型建立的正确

与否直接关系到分析结果是否可靠，而连续系统

的精确解仅限于简单的构件形状和边界条件。对

于实际工程问题，大多只能利用近似方法求解，各

种近似方法的共同点是用有限自由度系统近似地

代替连续系统。连续系统的离散化方法主要有集

中质量法、假设模态法和有限元法，其中有限元法

汲取了集中质量法和假设模态法的优点，将复杂

的结构分割为有限个单元，用节点位移（广义坐

标）和插值函数（单元的假设模态）来表示整个结

构的模态［１］。

结构的主动控制，通常是通过对结构的少数

几个主要模态的控制来实现的。所以，常采用假

设模态法，由哈密顿变分原理来建立系统的低阶

近似 运 动 方 程。在 旋 转 行 波 型 超 声 电 机

（ＴＲＵＭ）定子的动力学分析中，常将定子假设为

圆环形压电层合板，并由此构造假设模态，将哈密

顿变分原理推广到连续介质，经积分运算得到用

定子模态质量、模态刚度、和模态广义力表示的运

动方程［２４］。工程实践中，为了增大驱动效果，定

子通常开有齿槽，由此增加了内圈的支撑板，使得

结构形式比较复杂［５６］。假设模态法原则上适用

于复杂结构，但找到的适用于整个系统的假设模

态常忽略内了支撑板和齿结构，并不能完整描述

定子的特征结构。

当前有很多学者采用有限元法对定子进行振

动分析［７９］。定子有限元模态分析主要是利用有

限元分析软件对定子的模态在感兴趣的频带范围

内进行全面计算，得到定子的各阶固有频率和固

有振型，以验证所设计的定子是否含有所期望的

振型以及该振型是否在所期望的频段范围内。同

时，利用有限元分析软件的谐响应分析功能，计算

定子在不同频率的外部激励电压下的响应（振动

振幅）。有限元法的求解精度较高，但求解结果是

由物理坐标描述的关于单元节点列阵的一系列数

据，需要进一步从特征值求解结果中识别出所需

的模态参数［５６］，而且有限元法得到的动力学方程

数目较大，会影响系统后续计算分析的效率，所得

到的模型难以与控制系统设计相结合［１０］。

针对假设模态法难以找到适用于整个系统的

假设模态，而有限元法得到的动力学方程数目较

大等问题，本文在超声电机定子振动模态有限元

分析的基础上，采用模态选择方法［１０］对结构模态

进行截断，仅保留特定模态来实现模型降阶。以

旋转型行波超声电机的定子为例，用ＡＤＰＬ编程

实现了从 ＡＮＳＹＳ分析结果中自动识别工作模

态、提取特定模态参数，得到了相应的等效电路参

数，同时进行了定子的机械和电学响应分析。

２　模态截断和定子的运动方程

　　系统经有限元法离散后存在与自由度数狀相

等的多个固有频率，每个固有频率对应于系统的

一个特征向量。模态分析法以系统的各阶特征向

量所组成的模态矩阵为变换矩阵，对选取的物理

坐标进行线性变换，将互相耦合的狀阶运动方程

转化为狀个互相独立的模态方程。如果在模态截

断时仅选取特定的模态，即用少数犿 个特征向量

组成减缩模态矩阵，对有限元法建立的定子运动

方程进行线性变换，可以建立起保持原系统主要

特性的低阶（犿个，犿＜狀）运动方程。模态截断阶

数一般根据各阶模态在系统响应中贡献量的大小

来选取［１０］。

旋转型行波超声电机的定子是旋转对称结

构，存在两个同频正交弯曲模态，它们是相似的，

仅在空间相位上相差π／２。超声电机定子的主要

功能是在超声频域的特定模态下产生某一共振，

理想情况下定子仅由这两个工作模态激发，其他

模态的贡献可以忽略［４５］。在模态截断时也仅保
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留这两个工作模态，减缩后的运动方程与假设模

态法得到的运动方程［２４］形式上一致，可以表示

为：

犕̈狆＋犆狆＋犓狆＝Θ犞＋犉

Θ
Ｔ
狆＋犆犱犞＝犙

， （１）

式中，模态质量矩阵犕＝
犿犻 ０

０ 犿
［ ］

犻

，模态阻尼矩

阵犆＝
犮犻 ０

０ 犮
［ ］

犻

，模态刚度矩阵犓＝
犽犻 ０

０ 犽
［ ］

犻

，力

系数矩阵 Θ＝
θ犻 ０

０ θ
［ ］

犻

，夹持电容矩阵 犆ｄ＝

犆ｄ ０

０ 犆
［ ］

犱

，模态位移列阵狆＝［狆犻犃，狆犻犅］
Ｔ，电极上

施加的电压列阵犞＝［犞犃，犞犅］，犉为定子所受的

模态力列阵，犙为电极上的电荷列阵。

假设模态法已知的模态函数和有限元特征值

求解所得的特定的特征向量是对应的，因此，用模

态分析和模态截断得到的运动方程与假设模态所

得的方程是类似的。

以模态质量为例，假设模态法表示为

犿犻＝∫犞ρ
Ｔ
犻犃犻犃ｄ犝 ＝∫犞ρ

Ｔ
犻犅犻犅ｄ犝 ，

其中犻犃、犻犅为同频正交弯曲模态的连续函数，ρ

为材料的密度；有限元法表示为犿犻＝｛犻犃｝
Ｔ犕ｇ

｛犻犃｝＝｛犻犅｝
Ｔ犕ｇ｛犻犅｝，模态表示为节点位移矩阵

｛犻犃｝、｛犻犅｝的离散形式，总质量矩阵犕ｇ由单元质

量矩阵犕ｅ＝∫犞犲ρ犖犖
Ｔｄ犝 组集得到，犖为插值函

数矩阵。

３　模态参数的自动提取

　　 利用 ＡＮＳＹＳ的模态分析可以直接得到超

声电机定子的固有频率和固有振型，但要获得其

他模态参数，如模态刚度、模态质量、模态阻尼、力

系数等，则需要进行二次开发。如果从有限元分

析结果中获取其生成的总刚度矩阵、总质量矩阵、

机电耦合矩阵、介电矩阵，选取特定的特征向量组

成减缩的模态矩阵，再由矩阵运算得到式（１）中的

模态参数，这种方式较为复杂。

本文从能量分析的角度，在用 ＡＮＳＹＳ软件

进行静态电学分析、模态分析的基础上，由ＡＰＤＬ

编程实现了工作模态识别和模态参数的自动提

取。

夹持电容犆ｄ反映压电陶瓷的静态介电特性，

从能量上来看，电荷做的功转化为压电陶瓷中存

储的电能，即犙犞／２＝犆ｄ犞
２／２。因此，通过给电极

上施加单位电压，进行静态电学分析，从后处理

ｐｏｓｔ１获得相应电极上的电量犙，在数值上犆ｄ＝

｜犙｜。

对电极做短路处理，指定频率范围，振型按

最大位移正规化，进行模态分析，得到各阶共振

（谐振）模态。模态分析的结果包含一系列模态和

对应着一系列单元节点数据组成的矩阵。旋转型

行波超声电机定子一般采用犅０犼（０节圆、犼节径）

振动模态，根据犅０犼模态的特点，编制程序，可以

从中找到所需的工作模态。本文采用先识别节

径，即查询轴向是否有犼个振幅峰；然后识别节

圆，即查询沿某个轴向位移最大节点所在径向剖

面上的所有节点位移是否均位于同侧，从最低阶

到最高阶逐个判断是否是所需模态。也可采用判

别理论计算模态和试验模态的相似程度的模态置

信准则［５］进行模态识别，从而找到犅０犼工作模态对

应的共振频率ω犻。

结构发生第犻阶模态振动时的最大动能为

犿犻ω
２
犻／２，最大势能为犽犻／２，利用单元表方式获取

结构的动能或势能，进而得到模态刚度犽犻和模态

质量犿犻。对于比例阻尼的情况，模态阻尼犮犻＝

２ξω犻犿犻，ξ为阻尼比。

对电极做开路处理，指定频率范围在共振频

率ω犻 附近，进行反共振模态分析。反共振模态

与共振模态的振型相似，可以采用类似共振模态

的识别方法，也可以从电学分析的角度进行识别。

反共振的特点是流过定子的电流最小，如果两相

均施加开路边界条件时，不能获取电极上的电量，

这里采用一相开路而另一相短路的方式。逐阶比

较电极上的电量，得到反共振频率ω犻犳。由式（１）

及电极开路边界犙＝０，反共振频率可表示为ω犻犳

＝ （犽犻＋θ
２
犻／犆ｄ）／犿槡 犻。由此间接得到力系数θ犻。

计算定子所受的模态力犉＝［｛犻犃｝
Ｔ｛犳｝，

｛犻犅｝
Ｔ｛犳｝］

Ｔ 时，仅需提取定子接触处节点的振型

数据和节点载荷列阵。
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４　定子的机械响应和电学响应

　　 超声电机是利用压电陶瓷的逆压电效应激

发出定子的共振响应来工作的。这里仅考虑自由

定子的响应，即定子在压电陶瓷所加外部电压激

励下的强迫振动问题，此时模态力犉＝０。

当犃、犅两相压电陶瓷分别施加频率为ω 的

ｓｉｎ相和ｃｏｓ相交变电压，即犞＝［犞犃，犞犅］
Ｔ＝

［犞ｍａｘｃｏｓω狋，犞ｍａｘｓｉｎω狋］
Ｔ，主坐标下两相的稳态响

应为狆＝［狆犻犃，狆犻犅］
Ｔ＝［犃狊ｃｏｓ（ω狋＋ψ），犃狊ｓｉｎ（ω狋＋

ψ）］
Ｔ，ψ为由阻尼而产生的相位差，犃狊 为模态振

幅

犃狊（ω）＝
θ犻犞ｍａｘ

－ω
２犿犻＋ｊω犮犻＋犽犻

． （２）

在定子受激励开始振动的初始阶段，其自由

振动伴随着强迫振动同时产生。结构的响应是暂

态响应和稳态响应的叠加，通常采用数值积分方

法进行瞬态分析。这里采用状态空间法，式（１）对

应的状态空间方程为：

狆
烅̈
烄

烆
烍
烌

烎狆
＝

０２×２ 犐２×２

－犕－１犓 －犕－１［ ］
犆

狆

烅
烄

烆
烍
烌

烎狆
＋
０２×２

犕－［ ］１ Θ犞．
（３）

物理坐标中定子各节点的位移为｛狌｝＝

［｛犻犃｝，｛犻犅｝］［狆犻犃，狆犻犅］
Ｔ，进而由单元形函数插值

得到定子位移场。由犃、犅两相同频、等幅、空间

及时间上相差π／２的二个驻波叠加为一个行波，

此时定子表面质点会产生椭圆轨迹运动。

将式（１）中的θ犻狆犻犃或θ犻狆犻犅类比于机械支路的

电量犙ｍ０，可以转化为：

　　　

犿犻

θ
２
犻

犙̈ｍ０＋
犮犻

θ
２
犻

犙ｍ０＋
犽犻

θ
２
犻

犙ｍ０＝犞

犙ｍ０＋犆ｄ犞＝犙

． （４）

将模态质量、模态阻尼和模态刚度分别对应

于机械支路的电学参数，即等效电感犔０＝犿犻／θ
２
犻、

等效电阻犚０＝犮犻／θ
２
犻、等效电容犆０＝θ

２
犐／犽犻。定子

的等效电路模型［４］如图１所示：

机电耦合参数犽＝ 犆０／（犆０＋犆ｄ槡 ），反映了压

电陶瓷中的电场能与机械能之间的相互转换关

系。

图１　定子的等效电路模型

Ｆｉｇ．１　Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｃｉｒｃｕｉｔｍｏｄｅｌｏｆｓｔａｔｏｒ

机械支路的导纳为犢ｍ０＝
１

１

ｊω犆０
＋ｊω犔０＋犚０

；

整个压电陶瓷振子回路的导纳为犢ｍ犱＝ｊω犆ｄ＋

犢ｍ０。

５　定子分析示例

　　 以某电机６０ｍｍ直径的定子为例，定子设

计的工作模态为犅０９。利用参考文献［８９］的方法

建立有限元模型，用八节点六面体单元进行剖分，

如图２所示。该模型共有４３２０个节点，２３７６个

单元。

图２　ＴＲＵＭ电机定子的有限元模型

Ｆｉｇ．２　ＦｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌｏｆｓｔａｔｏｒｉｎＴＲＵＭ

弹性体部分的单元类型为ｓｏｌｉｄ４５，材质为磷

青铜；压电体部分的单元类型为ｓｏｌｉｄ５，材质为

ＰＺＴ８。力学边界为支撑板内圈固支。

先进行静态电学分析。给 Ａ相正极化区加

单位正电压，给 Ａ相负极化区加单位负电压，压

电陶瓷电极上的电流密度矢量分布如图３所示。

按照第 ３ 节中介绍的方法得到夹持电容为

５．４４９１ｎＦ。
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图３　压电陶瓷电极上的电流密度矢量分布

Ｆｉｇ．３　ＣｕｒｒｅｎｔｄｅｎｓｉｔｙｖｅｃｔｏｒｐｌｏｔｏｆＰＺＴ

然后在电学短路条件下进行共振模态分析，

计算了频率在２０～６０ｋＨｚ内的各阶振动模态，

逐阶判断振型后找到犅０９模态，如图４所示。

图４　犅０９振动模态

Ｆｉｇ．４　犅０９ｖｉｂｒａｔｉｏｎｍｏｄｅ

然后进行电学开路条件下的反共振模态分

析，计算频率在犅０９模态频率附近的各阶振动模

态，逐阶比较电极上的电量后找到反共振模态。

振型按最大位移正规化时的模态参数和电学参

数，列于表１。作为比较，表中同时列出由假设模

态法［４］得到的数据。

表１　定子的犅０９模态和电学参数

Ｔａｂ．１　Ｍｏｄａｌ＆ｅｌｅｃｔｒｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆ犅０９ ｍｏｄｅ

本文方法 假设模态法

ω犻／２π（ｋＨｚ） ３８．０８６ ４１．６９

犿犻（ｋｇ） ０．０１４８３６ ０．０１３３

犽犻（Ｎ／ｍ） ８．４９６０ｅ８ ９．１２ｅ８

ω犻犳／２π（ｋＨｚ） ３８．３２０ ４１．９１

犆ｄ（ｎＦ） ５．４４９１ ６．０１

θ犻（Ｃ／ｍ） ０．２３８９６ ０．２４２

犆０（ｐＦ） ６７．２０８ ６４．２１

犔０（ｍＨ） ２５９．８３ ２２６．９５

犽 ０．１１０３８ ０．１０２８０３

　　利用ＰＳＶ激光多普勒测振仪器进行定子的

响应特性实验［６］，扫频及定频测试结果如图５所

示。定子在３８．２ｋＨｚ时，被激发出９节径的弯曲

振动模态，其顶端质点沿轴向位移和速度幅值分

别为３μｍ和０．８ｍ／ｓ。

图５　扫频及定频测试结果

Ｆｉｇ．５　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｓｆｒｏｍｌａｓｅｒｖｉｂｒｏｍｅｔｅｒ

由半功率带宽近似估计阻尼比［５］时，按ξ＝

０．２％计算模态阻尼犮犻＝１４．２０１ｋｇ／ｓ，相应的等

效电阻犚０＝２４８．７１Ω。

由模态参数，用 ＭＡＴＬＡＢ求解状态空间模

型（３），仿真施加频率为３８．２３ｋＨｚ（与犅０９共振频

率之比为１．００４），２００Ｖ峰峰值两相激励电压时

超声电机定子的启动特性如图６，启动过程大约

需十几个毫秒，定子顶面最大半径处质点轴向振

幅值趋稳于３．１０３μｍ。由式（２）算得的稳态振幅

为３．１３７μｍ。

图６　定子启动的瞬态过程仿真

Ｆｉｇ．６　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｔｒａｎｓｉｅｎｔｒｅｓｐｏｎｓｅｆｏｒｓｔａｔｏｒ

试验得到的定子工作模态频率与假设模态

法的计算值相对误差为９．１％，与有限元法的误

差为０．３％；动力响应的试验值与模态选择法计

算值的相对误差为３％。综合比较可以看出，假

设模态法忽略了内支撑板和齿，而这部分结构对
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定子的特性矩阵（即刚度和质量矩阵）有一定影

响。本文采取的模态参数提取方法是有效的，相

比假设模态法的模态参数能更精确地反映实际自

由定子的运动状况。同时引入模态选择方法所得

到的减缩的低阶运动方程保持了原系统的主要特

性。

由４节的导纳计算公式，计算频率为３７．５～

３９ｋＨｚ时定子的导纳特性曲线如图７。

图７　导纳特性曲线

Ｆｉｇ．７　Ａｄｍｉｔｔａｎｃｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｃｕｒｖｅ

６　结　论

　　 利用有限元软件，通过ＡＰＤＬ编程实现了工

作模态识别和模态参数的自动提取，建立了保持

原系统主要特性的低阶运动方程。这种方法避免

了假设模态法难于找到适用于整个系统的假设模

态的问题，无需进行繁琐的积分计算和矩阵运算，

但在特征值计算上要耗费一定机时。

试验得到的定子工作模态频率与假设模态法

的计算值相对误差为９．１％，与有限元法的误差

为０．３％；动力响应的试验值与模态选择法计算

值的相对误差为３％。模态选择方法的引入，减

缩了有限元法所得的定子运动方程阶数，比假设

模态法的计算精度更高。通过模态质量、模态刚

度、力系数等计算，将压电陶瓷诱发应变的激振效

果等效成单自由度弹簧质量系统在外力作用下

的强迫振动，便于进行动态特性分析，有利于将有

限元法融入整机的动力学模型，以实现整个电机

的高精度、快捷性能分析和优化设计。
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●下期预告

溶胶凝胶薄膜修饰的 犕犘犗犉氟离子传感探头

杨兴华１，２，苑立波１，王丽莉２

（１．哈尔滨工程大学 理学院，黑龙江 哈尔滨１５０００１；

２．中国科学院 西安光学精密机械研究所，陕西 西安７１０１１９）

针对微结构聚合物光纤修饰桑色素铝配合物掺杂的凝胶薄膜，制备了一种氟化物光纤传感探头。

这种探头的结构基于微结构聚合物光纤实现，其内部具有贯穿的微孔道结构，这种微孔结构可以作为敏

感材料的载体以及微传感池。敏感层的修饰通过溶胶凝胶过程实现，将掺有桑色素铝的溶胶直接吸

入光纤内部，可以在光纤微孔阵列中形成凝胶敏感膜。微结构光纤内部可以容纳微量液体，传感过程在

微孔道内进行。传感原理基于荧光淬灭远离实现，氟离子对凝胶膜中桑色素铝具有强烈的荧光淬灭作

用，因此传感探头对于不同浓度的氟离子溶液表现不同的荧光强度。在ｐＨ值为４．６的条件下，探头对

于氟离子具有良好的响应，其传感范围为５～５０ｍｍｏｌ／Ｌ。
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